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Resumen

En el presente trabajo sc resuelven numéricamente las ecuaciones de Navier-Stokes para
un flujo incompresible que simula la interaccién de un torbellino intenso con una
superficie sélida. Lejos del eje de giro y del ‘suelo’, ¢l modelo consiste en una familia de
soluciones de semejanza de las ccuaciones no viscosas de Euler. La viscosidad regulariza
estas soluciones cn el ¢je (el denominado vértice de Long) y en ¢l suelo mediante sendas
familias de soluciones de semejanza de las ecuaciones en la aproximacion de capa limite.
Sin embargo, en las proximidades de la interseccién del eje con el suelo las soluciones de
semcjanza no valen y hay que recurrir a la integracion numérica de las ccuaciones
completas para cerrar cl problema. Esta simulacién numérica demuestra que para Reynolds
altos las umicas soluciones de la familia de vértices de Long fisicamente relevantes en este
problema (compatibles con velocidad nula en la superficic sélida) son aquellas con
velocidad en el eje dirigida hacia el suelo. Esta situacion de ‘doble celda’, en donde el flujo
en ¢l ojo del tomado csta dirigido hacia abajo dentro de un flujo principal hacia arriba, es
la que se observa fisicamente.
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Abstract

We present here a numerical simulation of the incompressible Navier-Stokes cquations for
the interaction of a family of vortices with a solid surface. Far from the rotation axis and
from the ground the model consists on a family of similarity solutions to the inviscid Euler
equations. Viscosity regularizes these solutions both at the axis (Long’s vortex) and at the
ground through two sets of self-similar solutions to the viscous equations in the boundary
layer approximation. However, these solutions are not valid near the intcersection of the
axis with the ground, so that the two sets of solutions are not fully connected. Numerical
simulation of the complete Navier-Stokes equations for this effusing core flow shows that
the only members of the family of Long’s vortices (high Reynolds numbers) physically
relevant in this problem (i.e., with vanishing velocity at the ground) are those with a
downward flow at the axis. This is the typical ‘two-cell’ structure actually observed in
tomadoes. which is here simulated with a relatively simple model.
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1. Introduccion

La interaccion de un torbellino intenso con una superficie solida (por ejemplo el suelo)
es un problema de interés tanto para entender la dindmica de los tornados y de otros
vortices atmosféricos, como la de algunos flujos de interés tecnoldgico (flujos en

turbomaquinas, separadores ciclonicos, cdmaras de combustidn; torbellinos producidos



por el vuelo de los aviones, etc.). Por su espectacularidad, la estructura del flujo en un
tornado es un problema que ha suscitado mucho interés, en particularidad su estructura
de doble celda con el flujo en el ‘ojo’ dirigido en su mayor parte hacia abajo, y la
posibilidad de que su formacidn sea debida a un fendmeno de vortex breakdown (ver,
e.g., [1,2] y otras referencias dadas alli). Para estudiar este problema de la interaccion de
un torbellino intenso con el suelo, en este trabajo partimos de un conjunto de soluciones
de semejanza de las ecuaciones no viscosas de Euler, cuyo campo de velocidad en
coordenadas cilindricas (r,0,z) tiene la forma v=(u,v,w)=V(y) r™?, donde y=t/z, m es un
numero real entre 0 y 2, y las tres componentes del vector V se obtiene de la resolucién
de una dnica ecuacién diferencial ordinaria [3]. Esta solucion simula una familia muy
general de torbellinos que, como toda solucién no viscosa, en general no cumple la
condiciéon de contorno de no deslizamiento en el suelo (z=0), y en el presente caso
también es singular en el eje (r=0). Para numeros de Reynolds altos, la regularizacion
viscosa en el eje mediante ecuaciones parabdlicas cerca de r=0 da lugar a una familia de
soluciones de semejanza [4], la méas conocida de la cuales es el vortice de Long [5],
correspondiente a m=1, que sera el unico miembro de la familia considerado en este
trabajo. Por otro lado, la capa limite en el plano también admite soluciones de
semejanza, aunque en este caso de segunda especie [6]. Sin embargo, la conexidn entre
ambas familias de soluciones de semejanza (si es que existe) solo se puede hacer
mediante una simulacién numérica de las ecuaciones completas de Navier-Stokes. ya
que la subida del flujo desde el suelo hasta formar el vortice intenso en el eje de simetria
no puede ser aproximada por ecuaciones parabélicas. El objetivo principal de este
trabajo es realizar estas simulaciones numéricas para el caso m=l. Ademais de
proporcionar un modelo simple (sin conveccion natural) de la estructura de un flujo tipo
tornado, los resultados permiten dilucidar cudles de los miembros de la familia de
vortices de Long son compatibles con una condicion de contorno sin deslizamiento en el
suelo, cerrando asi el problema (para m=1) analizado en las referencias {3}, [4] y [6]. El
modelo presentado aqui representa un torbellino libre, sin la limitacién de otras
simulaciones numéricas de vdrtices confinados en un cilindro que se han usado para
analizar la estructura de un tornado (e.g. [2]). Ademds, a diferencia de otros modelos de

torbellinos libres (e.g. [1]), los dados aqui, aunque simples por corresponder a un flujo



incompresible, son mas realistas al constituir una solucidn rigurosa de las ecuaciones de

Navier-Stokes (en el limite de nimero de Reynolds alto).
2. Formulacién del problema y descripciéon del método numérico.

Se pretende resolver las ecuaciones de Navier-Stokes incompresibles y axilsimétricas en
el dominio 0<r<ry, 0<z<zy, cuando el flujo entrante en r=ry viene dado por la conjuncién
de la solucién no viscosa més la de capa limite cerca del suelo de la familia de
torbellinos mencionada anteriormente [3.6]. Las otras condiciones de contorno son:
velocidad nula en el suelo (z=0), simetria en el eje (r=0) y derivadas axiales segundas
nulas a la salida (z=zp). Dado que la solucion de semejanza de segunda especie para la
capa limite cerca del suelo introduce un radio caracteristico irrelevante R [6], la primera
dificultad que se plantea es encontrar unas magnitudes caracteristicas en las que el
problema adimensional dependa del minimo numero de parametros; en particular, se
busca que el problema esté gobernado por un tnico niimero de Reynolds que caracterice
convenientemenete tanto al flujo cerca del suelo como cerca del eje. Para ello se ha
tomado un radio caracteristico rp<<R, y se ha elegido una altura caracteristica
zo=ro(ro/R)3. Con estos valores, y con la condicion A=ty/z¢<<I, se demuestra que los
unicos pardmetros que aparecen en el problema son m, A, el nimero de Reynolds Re=
Voro(ro/R)* v y el pardmetro de giro L, donde la velocidad caracteristica V, es igual a
Wory"%/m en la notacién [3,4]. L es el cociente entre la velocidad de giro y la velocidad
axial en el borde exterior de la solucién viscosa de semejanza cerca del eje [4]. Para el
caso m=1, que corresponde al vortice de Long cerca del eje, el valor relevante del
parametro de giro es L=2"2. Como, ademas, A<<I (se tomara A=0.1; las simulaciones
numéricas demuestran que el problema deja de depender apreciablemente de A para
valores de este orden o menores), el unico pardmetro que gobierna la estructura del flujo
es este caso es Re, que esté relacionado con el nimero de Reynolds Re, definido en [6]

para la capa limite cerca del suelo mediante Re=2'"7ReA.

Para resolver el problema se ha utilizado la formulacién funciéon de corriente (¥)-
circulacién (I')- vorticidad (n). En esta formulacion, la ecuacién de continuidad se
satisface idénticamente, y las tres ecuaciones a resolver son dos ecuaciones de
transporte (componentes circunferenciales de las ecuaciones de cantidad de movimiento

y de la vorticidad) y una ecuacién de Poisson para la funcion de corriente. Para la



resolucién numérica de estas ecuaciones se ha hecho uso de una formulacién en
diferencias finitas de segundo orden sobre una malla no uniforme en la que los nodos en
la direccién z estén mas concentrados cerca del suelo para poder ver los detalles de la
capa limite. Aunque buscamos la solucidn estacionaria correspondiente al flujo de
entrada radial para cada nimero de Reynolds seleccionado, esta busqueda se hace
resolviendo las ecuaciones de transporte no estacionarias desde una condicién inicial.
La evolucion temporal de las ecuaciones de transporte se resuelve por un método
predictor-corrector de segundo orden en el tiempo. Se comienza buscando la solucidn
para un numero de Reynolds pequefio, tomando como condicién inicial la
correspondiente al fluido en reposo. Para los sucesivos nimeros de Reynolds se usa
como condicion inicial la solucion estacionaria alcanzada con el Reynolds
inmediatamente anterior. La complejidad numérica del problema hace que la simulacion
para los valores mayores de Re considerados necesite del orden de 300 X 30 nodos para
conseguir una precision espacial aceptable, por lo que el tiempo computacional en una

Silicon Origin 2000 llego a ser del orden de una semana.

3. Resultados

Para los valores de los pardmetros m=1, L=2"" y A=0.1 antes indicados, se han resuelto
numéricamente las ecuaciones para Re creciente en un dominio adimensional 0<r<1,
0<z<3. Aqui se presentan los resultados para dos valores de Re significativos: Re=10 y
Re=35, siendo este ultimo el mayor valor alcanzado hasta ahora. Las condiciones de
contorno en r=1 para estos dos casos se obtienen mediante la composicién de la
solucién no viscosa [3] y la solucién de capa limite en el suelo [6]. Se observa que los
gradientes cerca del suelo son muy fuertes, especialmente para Re=35, que corresponde
a un nimero de Reynolds de la capa limite en el plano Re;=248. Como consecuencia de
ello, tanto el nimero de nodos como el tiempo de célculo crecen de forma muy
importante a medida que aumenta Re. Las soluciones estacionarias para estos dos
valores de Re se representan en las Figuras 1 y 2 mediante los isocontornos de W. I' y
IT=rn. La diferencia principal entre estas dos figuras reside en la burbuja de
recirculacion que aparece en el eje (para z=0.5) en el caso de Re=35, la cual viene
precedida por la formacién de vorticidad negativa en el eje, de acuerdo con el criterio de

Brown y Lopez [7] sobre la aparicion del fenomeno de vortex breakdown. Esta burbuja



Figura 2. Isocontornos de . I y IT en la solucion estacionaria para Re =35.Las lineas

discontinuas corresponden a valores negativos.

de velocidad negativa en el eje se aprecia mejor en la Figura 3, donde se representa la
velocidad axial (w) en el eje. Para Re=35 aparecen dos puntos de remanso que delimitan
una pequeiia region de velocidad negativa. Este fenomeno de la rotura de vértice axial
aparece por primera vez para Re=34. Para nimeros de Reynolds mayores, la burbuja va
creciendo, se producen otras burbujas mas arriba en el eje, hasta que eventualmente una
sola burbuja se extiende a todo el eje por encima del primer punto de remanso de rotura
del vortice. Aunque no hemos llegado todavia a los nimeros de Reynolds para los que
se produce esta dltima situacidn, los presentes resultados indican que éste es el
escenario que se debe dar para niimeros de Reynolds grandes si la solucion cerca del eje
tiende, como corresponde, a la solucion de semejanza de Long: El vértice de Long tiene
una velocidad axial en el eje que va como z"' [4,5]. De acuerdo con la Figura 3, este
comportamiento hiperbélico sélo se puede dar, una vez que w se ha hecho negativa, si
la velocidad axial sigue siendo negativa para z grande. Por tanto, de acuerdo con los

presentes resultados numéricos, los (inicos miembros de la familia de vortices de Long



que pueden ser compatibles con su interaccion sin deslizamiento con una superficie

solida son aquellos con velocidad axial negativa en el eje (del tipo II; ver [4}).

Figura 3. Velocidad axial en el eje en funcion de z para Re=10 y Re=33. La linea discontinua
corresponde al comportamiento de la solucion de semejanza cerca del eje [4].

4. Conclusiones

La simulacién numérica de una familia de torbellinos que para numeros de Reynolds
altos se corresponden cerca del eje con el vértice de Long ha demostrado que por
encima de un nimero de Reynolds (Re=34) se rompe el vortice axial en el eje (vortex
brakdown), produciéndose una burbuja con recirculacion. Esta burbuja va creciendo de
tamafio y se producen otras méas a medida que Re crece. Se demuestra ademds que, para
Re suficientemente alto, si el vortice axial tiende al vortice de Long tiene que ser del
tipo 11 [4], con velocidad axial en el eje negativa. De esta manera, el presente trabajo
discrimina entre las posibles soluciones de la familia de vortices de Long en su
interaccion sin deslizamiento con un plano, indicando que el flujo en el ¢je tiene que ir
dirigido hacia el plano, dentro de un flujo externo ascendente. Esta es también la
estructura del flujo que se observa experimentalmente en torbellinos intensos (Re alto)

que interaccionan con una superficie sélida, como son los tornados [1,2].
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